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12. 새로운 탄생과 기하학의 해방

: 비유클리드 기하학

유클리드의 평행공준을 나머지 아홉 개의 공리와 공준으로부터 증명하려는 시

도가 약 2000년 가까운 세월을 두고 시도 되었으나 매번 실패하였다.

평행공준을 다른 공준으로부터 증명하기 위해 평행공준과 동치인 플레이페어

공준을 부정한 공준 즉,

(1) 주어진 직선위에 있지 않는 한 점을 지나며 주어진 직선에 평행한 직선은

하나도 없다.

(2) 주어진 직선위에 있지 않은 한 점을 지나서 주어진 직선에 평행한 직선은

두 개 이상 존재한다.

라 가정하고 모순은 도출해 보이려 노력하였으나 오히려 모순이 없음을 발견하고

가우스, 야노스 볼리야이, 로바체프스키등은 평행공준의 독립성을 알아챘다.

플레이페어 공준을 부정한 명제가 다른 공리와 공준과 모순없이 성립함을 바탕

으로 유클리드 기하와 다른 새로운 비유클리드기하학 즉, 볼리야이와 로바체프스

키에 의해 쌍곡기하학이 탄생하였으며, 리만에 의해 타원기하학이 탄생하였다.

▶ 유클리드 기하학과 비유클리드 기하학

유클리드 기하학
비유클리드 기하학

쌍곡기하학 타원기하학

이론의 정립 유클리드
볼리야이

로바체프스키
리만

주어진 직선위에 있지 않은

한 점을 지나서 주어진 직

선에 평행한 직선의 개수

1개 2개 이상 없다

삼각형의 내각의 합 2직각 2직각보다 작다 2직각보다 크다

모형

클라인

푸앵카레

벨트라미

리만

클라인

※ 가우스 : 1777∼1855

볼리야이 : 1802∼1860

로바체프스키 : 1793∼1856

리만 : 1826∼1866
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1 . 쌍곡 기하학

(1) 클라인 모형

상곡평면 K = { ( x , y )│x 2 + y 2 < a 2 }

▷점 : 원의 내부의 점(k -점)

▷직선 : 두 점을 맺는 현(양 끝점 제외)(k-직선)

ㆍ
A

ㆍ ㆍ
C D

·두 개의 k-점은 하나의 k-직선을 결정

·두 개의 k-직선은 기껏해야 하나의 k-점에서 만난다.

·k-직선이 원의 내부에서 만나지 않은면 두 k-직선은 평행

·k-점 A를 지나고 k-직선 CD에 평행인 직선은 무수히 많다.

(2) 푸앵카레 모형(a)

쌍곡평면 P = { (x , y )│x 2 + y 2 < b2 }

▷점 : 원의 내부의 점(p-점)

▷직선 : ① 중심 O를 지나는 모든 직경(양 끝점 제외)

② 주어진 원에 직교하는 원의 호(양 끝점 제외)(p-직선)

r

lO
A

P

B

·점 P를 지나고 p-직선 l에 평행인 직선 : AP, BP

(삼각형의 내각의 합은 2직각보다 작다)
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람베르트 사변형 사케리 사변형

(네번째 각이 예각임) (예각가설)

▶ 클라인 모형과 푸앵카레 모형(a)는 서로 동치이다.

d´

d˝

E˝

E´

P´

N

E
pP

d

M

(3) 푸앵카레 모형(b )
쌍곡평면 P′ = { (x , y )│y > 0 }

▷점 : 평면 상반부의 점
▷직선 : ① x축에 직교하는 상반 직선( x축 점 제외)

② x축 위의 한 점을 중심으로 갖는 상반평면에서의 반원( x축 점 제

외)

·A를 지나고 l과 만나지 않는(평행한) 직선은 무수히 많다.
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2 . 타원 기하학

리만은 유클리드의 공준 2 유한 직선은 무한정 연장할 수 있다 를 직선의 크

기가 무한하다는 것이 아니라 단지 끝이 없다거나 또는 경계가 없다로 생각

(예) 구의 두 점을 연결하는 대원의 호는 그 대원을 따라서 무한히 연장해도 유

한 길이를 갖고 있으면서 끝점이 없다.

이를 명확하게 하여 유클리드 공준 1, 2, 5를 수정

1′임의의 두 점은 적어도 하나의 직선을 결정한다.

2′직선은 경계가 없다(직선은 끝이 없으나 유한 길이를 갖는다.)

5′한 평면 위에 있는 임의의 두 직선은 반드시 만난다.

→ 둔각 가설을 만족하는 타원기하학을 발표

(1) 리만 모형

▷점 : 타원 평면의 점(e-점)

▷직선 : 두 점을 지나는 대원 ; 일정한 길이를 갖고 닫혀있다.(e-직선)

ⅰ) 단일 타원 기하학(타원 평면을 구의 상반부로 택하는 경우)

O

A

A′

C

P
Q··

·A와 A′는 일치 → 임의의 두 대원호는 반드시 한 점에서 만난다.

(닫혀있어야 하므로)

ⅱ) 이중 타원 기하학(타원 평면을 구면 전체로 택하는 경우)

l

·
m

·임의의 두 e-직선은 두 점에서 만난다.(구면위의 한 점을 지나면서 직선 l

에 평행인 직선은 존재하지 않는다.)

·중심에 관한 대칭점을 지나는 e-직선은 무수히 많다.
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▶ 타원 기하학의 성질(해리엇, 1603)

① 삼각형의 내각의 합은 180°보다 크다.

② 삼각형의 면적은 주어진 삼각형의 내각의 합에서 2직각을 뺀 것에 비례한다.

B´
C´

C

A´

B

A

[증명] 반지름이 r인 구면 위에서 두 대원이 이루는 각이 일 때, 두 대원에 의

하여 둘러싸인 활꼴의 면적은

(구의 표면적)×
2

= 4 r 2 ×
2

= 2 r 2

위 우측 그림에서와 같이 꼭지점 A , B , C에 대하여 구의 중심 O에 관한

대칭점을 각각 A ′ , B′ , C′이라 하면

A B C A ′B′C′ , A′B C A B′C′ ,

A B′C A′B C′ ,

따라서 위의 식에 의해

2 r 2 A = A B C + A ′B C

2 r 2 B = A B C + A B′C

2 r 2 C = A B C + A B C′

위 세 식을 서로 합하면

2 r 2 ( A + B + C) = 3 A B C + A ′B C + A B′C + A B C′

그런데 반구의 표면적은

A B C + A′B C + A B′C + A B C′ = 2 r 2이므로

r 2 ( A + B + C) = A B C + r 2

따라서 삼각형의 면적은

A B C = r 2 ( A + B + C - ) …… ②

그런데 삼각형의 면적은 반구의 표면적보다 작으므로

0 〈 A B C 〈 2 r 2

따라서 삼각형의 내각의 합은

〈 A + B + C 〈 3 …… ①
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13장 해결기법과 발견기법 : 기하학적 변환

13.2 포이어바흐의 원 : 상사변환

▶ 상사변환이란?

평면 위에서 고정된 점 O와 고정된 양의 상수 k에 대하여 각 점 P를

ⅰ) OP′ = k·OP

ⅱ) O , P , P′은 동일 직선 위에 있는 점이다.

를 만족하는 점 P′으로 보내를 변환을 평면 상사변환 (hamathety )이라 하며

기호 H ( O , k)로 표시.

정리 1

중심이 다른 두 원 A ( a)와 B ( b)에 대하여 선분 A B를 a
b
인 비로 내분하는 점을

I , 외분하는 점을 E 라고 하면, 두 원은 상사번환 H ( I , - b
a

)와 H ( E , b
a

)에 대하

여 서로 상사적이다.

P′

P

a

b

B

P″

I′

A

E′

[증명]

직선 A B 위에 있지 않은 원 A ( a) 위의 임의의 점 P 에 대하여 원 B ( b)의

지름 P′B P″을 A P에 평행하고, B P′의 방향이 A P의 방향과 같도록 그리자.

직선 P′P는 직선 A B와 E′에서 만나고, 직선 P″P는 직선 A B와 I′에서

만난다고 하면
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ⅰ) E′A P ∽ E′B P′이므로

E′P′
E′P

= E′B
E′A

= b
a
→ E′ = E이고 E P′ = b

a
E P

→ 원 B ( b)는 상사변환 H ( E , b
a

)에 대한 A ( a)의 상이다.

ⅱ) I′A P ∽ I′B P″이므로

I′P″
I′P

= I′B
I′A

= - b
a
→ I′ = I 이고 IP″ = - b

a
IP

→ 원 B ( b)는 상사변환 H ( I , - b
a

)에 대한 A ( a)의 상이다. ■

정리 2

삼각형 A 1A 2A 3의 수심 H , 외심 O, 무게중심 G는 동일 직선 위에 있고, 또한

H G = 2·GO이다.

H

M 3 M 2

M 1

A 3A 2

A 1

O

G

[증명]

A 1A 2A 3의 세 변의 중점을 각각 M 1 , M 2 , M 3라 하면 G는 A 1A 2A 3의 무게중심

임과 동시에 M 1M 2M 3의 무게중심이다.

무게중심은 각 중선을 2: 1로 내분하므로
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A 1G
GM 1

=
A 2 G
GM 2

=
A 3 G
GM 3

= 2

→ A 1A 2A 3는 상사변환 H ( G , - 2)에 대한 M 1M 2M 3의 상이다.

→ A 1A 2A 3의 수심 H는 상상변환 H ( G , - 2)에 대한 M 1M 2M 3의 수심 O의

상이다.

→ H , G , O는 동일 직선 위에 있고 H G = 2·GO 를 만족. ■

정리 3

외심이 O이고 수심이 H인 주어진 삼각형 A 1A 2A 3에서 M ! , M 2 , M 3를 각 변

A 2A 3 , A 3A 1, A 1A 2의 중점, H 1, H 2 , H 3를 수선의 발, N 1, N 2 , N 3를 선분 A 1H ,

A 2H , A 3H의 중점이라고 하자. 그러면 9개의 점 M 1, M 2 , M 3 , H 1, H 2 , H 3 , N 1,

N 2 , N 3는 하나의 원 위에 있고, 이 원의 중심 N은 OH의 중점이고, 반경은

A 1A 2A 3의 외접원 반경의
1
2
이다.

A 1

A 2 A 3

O

M 1

M 2M 3

H 1

H 2

H 3

N 1

N 2 N 3

S 1

S 2

S 3

T 1

T 2

T 3

NH
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[증명]

N 1, N 2 , N 3는 선분 A 1H , A 2H , A 3H의 중점이므로 N 1N 2N 3는 상사변환

H ( H , 1
2

)에 대한 A 1A 2A 3의 상이다.

즉 N 1N 2N 3의 외심 N은 상사변환 H ( H , 1
2

)에 대한 A 1A 2A 3의 외심 O의 상

이다. 따라서 H , N , O는 동일직선위에 있고, N은 H O의 중점이다.

한편, A 2A 3H 3와 A 2A 1H 1에서

A 2A 3H 3 = 90° - A 2 = A 2A 1H 1 = A 2A 1S 1 = A 2A 3S 1 이므로 두 직각 삼각형

H H 1A 3와 S 1H 1A 3은 합동이다. 따라서 H 1은 H S 1의 중점이다.

같은 방법으로 H 2 , H 3는 각각 H S 2 , H S 3의 중점이다.

외접원의 지름 A 1 T 1 , A 2 T 2 , A 3 T 3에 대하여 T 1A 2와 A 3H 3는 A 1A 2에 수직이므

로 T 1A 2와 A 3H 3는 평행하다. 마찬가지로 T 1A 3와 A 2H 2는 평행하다.

따라서 □HA 3 T 1A 2는 평행사변형이고 대각선 H T 1과 A 3A 2는 서로 이등분하므

로 M 1은 H T 1의 중점이다. 마찬가지로 M 2 , M 3는 각각 H T 2 , H T 3의 중점이다.

따라서 상사변환 H ( H , 1
2

)은 점 A 1 , A 2 , A 3 , S 1 , S 2 , S 3 , T 1 , T 2 , T 3을 점

N 1 , N 2 , N 3 , H 1 , H 2 , H 3 , M 1 , M 2 , M 3으로 보낸다.

따라서 N 1 , N 2 , N 3 , H 1 , H 2 , H 3 , M 1 , M 2 , M 3은 N 1N 2N 3의 외접원 위에 있다.

■

▶정리 3에서 얻어진 원을 삼각형의 9점 원이라 한다.

즉, 1개의 삼각형의 각 변의 중점, 각 꼭지점에서 대변에 그은 수선의 발, 각 꼭

지점과 수심을 연결한 선분의 중점을 지나는 원은 9개의 점을 지나므로 구점원

이라 한다. 이는 수심에서 외접원에 그은 선분의 중점의 자취로서, 그 중심은

수심과 외심을 연결한 선분의 중점이며, 반지름은 외접원의 반지름의 1/ 2과 같

다.

삼각형에 외접하는 직각쌍곡선의 중심의 자취일 수도 있다(보빌리에의 정

리:1829). 또 내접원과 방접원에 접한다(포이어바흐의 정리:1822). 삼각형의 3변

의 중점과 3개의 수선의 발이 동일 원주상에 있다는 것은 오일러가 발견하여

구점원을 오일러의 원이라고도 하며, 포이어바흐의 원이라고도 한다.
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